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Введение

Цель работы - рассмотреть основные проблемы и  вопросы обучения элементам математического моделирования в 5 - 6 классах и разработать методику изучения элементов математического моделирования на основе учебников «Математика» для 5 - 6 классов авторов А.Зубаревой, Мордковича. 

Гипотеза: изучение математического моделирования  в 5 - 6 классах средней школы делает процесс обучения математике более эффективным и осмысленным, а также способствует формированию у школьников  умения проводить рациональные рассуждения.

Задачи:

1) дать понятие математической модели, раскрыть суть метода математического моделирования;

2) определить основные функции и цели обучения математическому моделированию в школе;

3) обосновать роль изучения элементов математического моделирования в курсе математики 5-6 классов;
4) проанализировать учебники [16], [17]  c точки зрения наличия элементов математического моделирования;

6) экспериментально проверить основные положения исследования.

Методы:

1) изучение литературы по математике и методике преподавания математики по исследуемой теме;

2) изучение литературы по теме исследования;

3) наблюдение за работой одноклассников;

4) опытное изучение предмета. 
Глава 1. Теоретические основы математического моделирования

Моделирование в настоящее время получило широкое применение во многих областях знаний и сферах деятельности человека: философии, литературе, химии, физике, биологии, математике, информатике и  т. д. Можно сказать, что моделирование - главный способ познания окружающего мира.

Вопросы   моделирования рассматривались в работах ученых- философов В. А. Штофа, И. Б. Новикова, Н. А. Уемова и других, специалистов по педагогике и психологии Л. М. Фридмана, В. В. Давыдова, Б. А. Глинского, С. И. Архангельского и других.

Понятие «модель» возникло в процессе опытного изучения мира, а само слово «модель» произошло от латинских слов «modus», «modulus», означающих меру, образ, способ. Почти во всех европейских языках оно употреблялось для обозначения образа или прообраза, или вещи, сходной в каком-то отношении с другой вещью [33] . 

Вот некоторые примеры моделей:

1) Архитектор готовится построить здание невиданного доселе типа. Но прежде чем воздвигнуть его, он сооружает это здание из кубиков на столе, чтобы посмотреть, как оно будет выглядеть. Это модель.

2) На стене висит картина, изображающая бушующее море. Это модель [9].

Моделирование тесно связано с такими категориями, как абстракция, аналогия, гипотеза и др. Процесс моделирования обязательно включает и построение абстракций, и умозаключения по аналогии, и конструирование научных гипотез. 

Различают следующие виды моделирования [27]:

1. Предметное моделирование, при котором модель воспроизводит геометрические, физические, динамические или функциональные характеристики объекта. Например, модель моста, плотины, модель крыла самолета и т.д. 

2. Аналоговое моделирование, при котором модель и оригинал описываются единым математическим соотношением. Примером могут служить электрические модели, используемые для изучения механических, гидродинамических и акустических явлений.

3. Знаковое моделирование, при котором моделями служат знаковые образования какого-либо вида: схемы, графики, чертежи, формулы, графы, слова и предложения в некотором алфавите (естественного или искусственного языка)

4. Со знаковым тесно связано мысленное моделирование, при котором модели приобретают мысленно наглядный характер. Примером может в данном случае служить модель атома, предложенная в свое время Бором. 

5. Наконец, особым видом моделирования является включение в эксперимент не самого объекта, а его модели, в силу чего последний приобретает характер модельного эксперимента. Этот вид моделирования свидетельствует о том, что нет жесткой грани между методами эмпирического и теоретического познания.

Глава 2.  Математическая модель. 

Математическое моделирование - частный случай моделирования. Понятия «математическая модель» и «моделирование» широко используются в науке и на производстве. Роль знаковых моделей особенно возросла с расширением масштабов применения ЭВМ при построении знаковых моделей. Современная форма «материальной реализации» знакового (прежде всего, математического) моделирования - это моделирование на цифровых электронных вычислительных машинах, универсальных и специализированных. 

Известно, что для математического исследования процессов и явлений, реально происходящих в действительности, надо суметь описать их на языке математики, то есть построить математическую модель процесса, явления. Математические модели и являются объектами непосредственного математического исследования.

Математической моделью называют описание какого-либо реального процесса или некоторой исследуемой ситуации на языке математических понятий, формул и отношений.

Соотношение между элементами a, b и c, выражаемое формулой , - это математическая модель.
Метод математического моделирования заключается в том, что для исследования какого-либо объекта выбирают или строят другой объект, в каком-то отношении подобный исследуемому. Построенный или выбранный объект изучают и с его помощью решают исследуемые задачи, а затем результаты решения этих задач переносят на первоначальное явление или объект.

Развитие правильных представлений о природе математики и отражении математической наукой явлений и процессов реального мира является программным требованием к обучению математике. Основным  средством реализации этой программной цели является метод математического моделирования. 

Для моделирования привлекаются различные математические объекты: числовые формулы, числовые таблицы, буквенные формулы, функции, уравнения алгебраические или дифференциальные и их системы, неравенства, системы неравенств (а также неравенств и уравнений), ряды, геометрические фигуры, разнообразные графосхемы, диаграммы Венна, графы.

Математическое моделирование находит применение при решении многих сюжетных задач. Уже уравнение, составленное по условию задачи, является ее алгебраической моделью. При построении модели используется такие операции мышления, как анализ через синтез, сравнение, классификация, обобщение, которые являются операциями мышления, и способствует его развитию. Составление математической модели задачи, перевод задачи на язык математики исподволь готовит к моделированию реальных процессов и явлений в нашей будущей деятельности.
Рассмотрим построение математической модели на примерах .

Задача 1: Переведите на математический язык и вычислите:
«Куб числа 3 увеличили в 2 раза, а шестую степень числа 2 уменьшили в 3 раза. Установите, во сколько раз разность полученных произведения и частного больше числа 2»

Построение модели:

- переведем  на математический язык выражение «куб числа 3 увеличили в 2 раза»  -  33 · 2
- выражение «шестую степень числа 2 уменьшили в 3 раза» - 26 : 3. 
- установим, во сколько раз получившееся числовое выражение 33 · 2 - 26 : 3 больше числа 2 - это выглядит так (33 · 2 - 26 : 3 ) : 2. 
- найдем  значение получившегося числового выражения, учитывая, что если нет скобок, сначала выполняется возведение в степень, потом умножение и деление, затем вычитание и в конце деление на 2.

Для решения более сложных математических задач вводится переменная 

Глава 3. Этапы моделирования

Отметим, что в общем случае процесс моделирования состоит из следующих этапов:

1 этап. Постановка задачи и определение свойств оригинала, подлежащих исследованию.

2 этап. Констатация затруднительности или невозможности исследования оригинала.

3 этап. Выбор модели, достаточно хорошо фиксирующей существенные свойства оригинала и легко поддающейся исследованию.

4 этап. Исследование модели в соответствии с поставленной задачей.

5 этап. Перенос результатов исследования модели на оригинал.

6 этап. Проверка этих результатов.

Согласно теории  поэтапного формирования умственных действий, разработанной психологом П. Я. Гальпериным и его сотрудниками, исходит из положения, что процесс обучения - это процесс овладения системой умственных действий. Когда нас,  учеников,  знакомят с каким-либо действием, которым  нужно овладеть, то согласно данной теории знакомство надо начинать с выполнения этого действия соответствующими материальными предметами. Для того чтобы лучше увидеть общие черты усваиваемого действия, надо отвлечься от ненужных в данном случае свойств предметов. Это значит, что нужно перейти от действия с материальными предметами к действию с их заместителями - моделями, свободными от всех других свойств, кроме нужных в данном случае, то есть перейти на этап материализованного действия. Это может быть какая-то графическая схема, образная или знаковая модель, на которой или с помощью которой ученик выполняет усваиваемое действие [31].

Математическое моделирование служит особым видом образно-знаковой идеализации и построения научной предметности. Моделирование позволяет видеть предмет как объект исследования, определять действия с ним задолго до того, как будет получен конечный результат. А это означает, что с самого первого момента конструирования создается образ, который позволит ориентироваться в предмете и анализировать его, служит средством продвижения в содержании.

Овладение общеучебным умением моделировать предполагает поэтапное овладение  конкретными предметными умениями: представлять задачу в виде таблицы, схемы, числового выражения, формулы (уравнения), чертежа и уметь осуществлять переход от одной модели к другой. 
Обучение элементам математического моделирования начинается еще в средней школе. Изучение моделирования в этот период, большей своей частью, связано с решением сюжетных задач. Сюжетные задачи есть первый класс задач, на которых раскрывается идея моделирования реальных процессов. 

Не каждый ученик знает, что имеет дело с моделями, изучает модели, так как в учебниках понятия модели и моделирования почти отсутствуют. А оказывается, что привычные нам понятия уравнения, числа, фигуры, равномерного движения, массы и другие являются научными моделями, что, решая задачи, мы моделируем [31].
В зависимости от того, как школьники будут относиться к учебной деятельности, как они научатся самостоятельно овладевать знаниями, такими и будут их дальнейшие успехи в обучении. От уровня знаний и умений, сформированных в 5 - 6 классах, зависит успешное овладение всем курсом математики. В процессе изучения математического моделирования в это время мы знакомимся  с теоретическими фактами,  формируем основные математические понятия, показ применения математических фактов на практике. Поэтому на этом этапе складывается определенное отношение к решению задач, и к математике в целом.

Обучение с применением моделирования повышает активность мыслительной деятельности учащихся, помогает понять задачу, самостоятельно найти рациональный путь решения, установить нужный способ проверки, определить условия, при которых задача имеет или не имеет решение [32].

 В учебнике по математике для 5 класса Зубарева, Мордкович предлагается для изучения тема «Математические модели», поэтому далее весь материал опирается на понятия «математическая модель» и «моделирование».
Авторы на примере  задач показывают, что в двух непохожих ситуациях используется одна и та же математическая модель, сразу указывая на ценность математического моделирования, что одна и та же модель может описывать различные явления. Для того чтобы построить математическую модель, надо, прежде всего, научиться переводить условия задач на математический язык.  

Самые распространенные формулировки заданий, характерные  для метода моделирования:

 Составь выражения для ответа на вопросы задач 
·Придумай задачи, в которых математической моделью являются следующие выражения 
Среди данных задач найди такие задачи, математические модели которых совпадают 
Построй математическую модель 
Составь схему к задаче 
Переведи условие задачи с русского языка на математический 

Составь таблицу по условию задачи
Запиши математическую модель задачи, используя для обозначения неизвестных величин буквы x и y 
Но кроме умения строить математические модели необходимо уметь их разрешать и переводить результат на понятный человеку язык. Чем больше математических понятий и свойств знает ученик, тем больше он имеет возможностей для отыскания короткого и простого решения.

Задача. Ширина прямоугольника на 9 см меньше длины, а площадь равна 90 см2. Найти стороны прямоугольника
Решение. Математическая модель представляет собой следующее уравнение: х (x - 9) = 90.   Нужно найти длину и ширину . Никакие известные пятиклассникам правила преобразования не помогают найти ответ. Возможно подобрать решение «экспериментально», так называемым методом проб и ошибок.

Нам надо найти такое число х, чтобы значение выражения х (x - 9) было равно 90. Попробуем подставить в это выражение, например х = 13:

13 (13 - 9)=52

Мы видим, что полученное значение выражения слишком мало. Возьмем теперь х = 14:

14 (14 - 9)=70

И снова выбранное значение мало, хотя и ближе к искомому. 

Далее возьмем х = 15. Получим:

15 (15 - 9)=90

Эта попытка оказалась удачной, при х = 15 имеем 15 (15 - 9)=90. Казалось бы, что задача уже решена, но это не так: ведь может оказаться, что есть другие x, при которых это выражение тоже равно 90. Допустим, что х > 15, тогда х - 9 > 6, следовательно произведение будет больше 90. Пусть х < 15, тогда х - 9 < 6, получим, что 15 (15 - 9)<90.

Нам требуется найти стороны прямоугольника. Получаем, х =15 и . Ответ: 15 см и 6 см.

Но этот метод  очень трудоемкий и нужно добиваться поиска более рационального метода решения, если это является возможным в данной ситуации.

Существует еще один метод - метод полного перебора. При поиске неизвестного числа полным перебором следует рассматривать «все мысленные возможности: если мы упустим хотя бы одну, то может оказаться, что именно она и дает решение задачи» [11]. 

Полный перебор требует, как правило, больших усилий и большого времени. Но следует обратить внимание учащихся на анализ условия, тем самым сократить систему перебора. Рассмотрим задачу.

Задача. Задумано двузначное число, которое на 66 больше произведения своих цифр. Какое число задумано? 

Решение. После составления модели получаем следующую задачу:

Для цифр х и y двузначного числа выполняется равенство 10x + y = xy + 66. Найти это число.

Полный перебор можно провести, рассматривая последовательно все значения х от 1 до 9 и подбирая в каждом случае соответствующее значение y от 0 до 9. Однако этот перебор можно сократить, если заметить, что правая часть равенства больше 66. Значит, и левая его часть, то есть задуманное число больше 66. Поэтому неизвестное число х не меньше 6, и можно рассматривать только четыре значения х - от 6 до 9.

При х = 6 наше равенство имеет вид 60 + y = 6y + 66, а этого быть не может, так как левая часть получилась меньше правой при любых значениях y от 0 до 9.

При х = 7 имеем 70 + y = 7y + 66. Если мы от каждой части этого равенства отнимем одно и то же число y, то получим 70 = 6y + 66, откуда 6y = 4, что для натурального числа не возможно.

При х = 8 имеем равенство 80 + y = 8y + 66. Снова, вычитая из каждой части y, получим, 80 = 7y +66, 7y = 14, y = 2. Таким образом, для чисел х = 8 и y = 2 равенство выполняется, и число 82 удовлетворяет условию задачи:

82 = 8 · 2 + 66.

Следует обратить внимание на то, что нельзя считать задачу полностью решенной, поскольку перебор еще не закончен, и среди не рассмотренных случаев могут найтись решения.

Выполняя аналогичные преобразования, имеем при х = 9:

90 + y = 9y + 66,

90 = 8y +66,

8y = 24,

y = 3.

Показывая,  что получилось еще одно решение, число 93, которое удовлетворяет 93 = 9 · 3 + 66, мы подчеркиваем важность полного перебора.

Авторы также советуют проводить перебор с помощью таблицы:

	

	X
	Уравнение
	Упрощенное уравнение
	Y
	

	6
	60 + y = 6y + 66
	
	невозможно
	

	7
	70 + y = 7y + 66
	6y = 4
	невозможно
	

	8
	80 + y = 8y + 66
	7y = 14
	y = 2
	

	9
	90 + y = 9y + 66
	8y = 24
	y = 3
	

	
	
	
	
	


После того, как произведен полный перебор, важно научиться формулировать ответ в соответствии вопросу исходной задачи. В данном случае ответ будет таков: задумано либо число 82, либо 93.

«Для чего решают задачи?» Решая задачи, мы учимся строить математические модели реальных ситуаций. 
Выделяют три этапа математического моделирования:

1) построение модели;

2) работа с моделью; 

3) практический вывод.

Распространенным видом математических моделей являются уравнения. В соответствии с этапами моделирования решение задач с помощью уравнений состоит также из трех этапов:

1) составление уравнения;

2) решение уравнения; 

3) ответ на вопрос задачи.

Глава 4. Типы задач

Первый тип характеризуется наличием сюжета, величин и отсутствием значений величин. Сюда относятся такие задачи как:

· По шоссе автомобиль двигался 2 часа со скоростью 90 км/ч, а по проселочной дороге - 5 часов со скоростью v км/ч. Сколько всего километров проехал автомобиль по шоссе и по проселочной дороге? 

· Зарплату рабочего, равную n руб., повысили сначала на 10%, а потом еще на 40% от новой суммы. Какой стала зарплата после второго повышения? 

· Цену на компьютер снизили сначала на 20%, а потом еще на 50% от новой цены. После этого компьютер стал стоить k руб. Какой была его первоначальная цена? 

Ко второму типу относятся задачи, в которых есть сюжет, числовые данные, но нет величин, которые они характеризуют. Например.

· В пяти ящиках лежит по одинаковому числу яблок. Если из каждого ящика вынуть 60 яблок, то во всех ящиках останется столько яблок, сколько их раньше было в двух ящиках. Сколько яблок было в каждом ящике?  

· Составь выражение для задачи и найди его значение:

В классе 25 учеников. Из них после уроков домой ушли 7 человек, а остальные разбились на 3 команды для игры. Сколько человек в каждой команде? 

· Переведи условие задачи с русского языка на математический язык:

На вопрос учеников о прошедшей контрольной работе учитель ответил: «Пятерок на 3 больше, чем двоек, троек на одну меньше, чем четверок, а четверок в 4 раза больше, чем двоек». Сколько человек получили пятерки и сколько четверки, если в классе 32 человека? 

Ясно, что в учебнике очень много сюжетных задач, содержащих числовые данные, что обосновано целями образования.

К третьему  типу относятся задания, в которых нужно составить задачу по схеме или краткой записи. Такие задачи представлены в следующем виде:

Составь по схемам задачи и найди неизвестные величины (dt -расстояние между объектами через t ч после выхода) 

40 км/ч 80 км/ч

25

tвстр. = 2,5ч

? км s = ? d1,5 = ?

110 км/ч 70 км/ч

25

t = 2 ч

150 км tвстр. = ? d2 = ?

? км/ч 9 км/ч

25

t = 1,4 ч = ?

? км d1,4 = ? d3,2 = ?

В основном нужно составить задачи на движение в различных направлениях согласно указанным в схемах данным. 

Четвертый тип характеризуется отсутствием сюжета и величин и наличием значений, то есть это такие задания, в которых нужно составить задачу по числовому выражению, уравнению и т.д. В учебнике к этому типу относятся задачи вида:

· Придумай 3 задачи, решением которых является выражение 

(a - a : 4) :2. 

· Придумай ситуацию, математической моделью которой может служить данное выражение, и найди ответ 

а) (-9) + (+4); б) (+6) + (+3);

в) (-5) + (-2); г) (-1) + (+7). 

· Составь по данной математической модели задачу и реши ее 

1) 0,48 : (1,6 - 2x) + 5,2 = 6 2) 2 (x -1,8) = 2/3 x.
Пятому типу соответствует задания,  где нужно составить задачу с указанными величинами, например, расстояние, скорость, время; стоимость, цена, количество и др.

· Придумай задачу, приводящую к выражению 3х + 5у, о величинах:

1) путь, скорость, время (S = vt);

2) стоимость, цена, количество товара (C = an);

3) работа, производительность, время (A = vt);

4) площадь прямоугольника, его длина и ширина (S = ab) 

· Как найти: а) процент от числа; б) число по его проценту; в) процентное отношение двух чисел? Придумай и реши задачи на эти правила. Затем эти же задачи реши методом пропорций. Какой способ ты считаешь более удобным? Почему? 

Выделяются задания, в которых нужно составить задачу о «доходах» и «расходах» по заданному выражению. 

Например,

· Придумай по выражению задачу о «доходах» и «расходах» и найди ответ 

1) (+3) + (-7); 2) (-5) + (-8); 3) (-1) + (-4).

К шестому типу задач относятся задачи, которые характеризуются только наличием сюжета. 

· Запиши выражение для ответа на вопрос задачи:

В 5 «А» классе а учеников, а в 5 «Б» классе - на 3 ученика меньше. Сколько всего учеников в этих двух классах? 

· Составь выражение:

Барону Мюнхаузену а лет, а его лошадь на 25 лет моложе. Во сколько раз барон старше своей лошади? 

· В одном классе a человек, а в другом - на 20% больше. Сколько человек в двух классах? 

Задачи, на прикидку результата действия.
· Длина комнаты 7 м, ширина 4 м, а высота 3 м. Сколько квадратных метров обоев требуется для оклейки комнаты, если площадь окон и дверей составляет 9 м2? Сколько рулонов обоев для этого надо купить, если в каждом рулоне 10 м2 обоев? 

· Расстояние от Москвы до Бреста равно примерно 1100 км. Изобразите шоссе от Москвы до Бреста на тетрадном листе в виде отрезка, подобрав удобный масштаб 

· В автохозяйстве для каждой модели автомобилей установлена норма износа. По «Волгам» она составляет 11,1% в год. Каков срок службы этого автомобиля? 

При решении задач на практике приходится округлять не только результат, но и исходные числовые данные. Это может происходить, например, при использовании табличных данных, где указана точность более высокая, нежели требуется по смыслу задачи. Средством обучения выбору точности исходных данных могут служить задачи: 

а) требующие практических измерений;

б) связанные с чтением и построением графиков;

в) связанные с избыточной точностью числовых данных.

Задачи, требующие практических измерений
· Измерь длину и ширину тетради и вырази результат в дециметрах. Вычисли площадь тетрадного листа и вырази ее в квадратных дециметрах 

Задачи, связанные с чтением и построением графиков
· На тренировке в 50-метровом бассейне два пловца стартовали одновременно на дистанцию 200 м. Один плыл кролем, другой - брасом. На рисунке приведены графики их движения:

1) Сколько времени затратили пловцы на каждые 50 м и на всю дистанцию?

2) Сколько раз и на каком расстоянии от стартовой стенки бассейна встречались пловцы?

3) С какой скоростью плыл каждый из спортсменов?

4) На сколько секунд раньше финишировал первый пловец?

5) На сколько метров обогнал первый пловец второго к моменту финиша?  

В основном в учебнике обучение выбору точности числовых значений реализуется при построении различных графиков зависимостей. 

Задачи, которые должны использоваться при обучении действию оценки возможности получения результата.  
· В классе 20 учеников. Из них английский язык изучают 15 человек, немецкий - 10, и еще 1 человек изучает французский язык. Возможно ли это? 

· На туристической карте масштаб оказался оторванным. Можно ли его восстановить, если известно, что расстояние от сельской почты до окраины села (по прямой дороге) равно 3,2 км, а на карте это расстояние изображено отрезком длиной 4 см? 

· В городской думе 80 депутатов, среди которых 4 независимых депутата, а остальные представляют интересы трех партий. Число депутатов от первой партии на 20% больше, чем от второй, а число депутатов от второй партии составляет 62,5% числа депутатов третьей. Может ли какая-либо партия заблокировать принятие решения, для которого требуется квалифицированное большинство голосов (не менее 2/3) всех депутатов? 

Практическая часть работы

Контрольная работа по теме «Решение задач»
Вариант 1.

Задача 1. На станции технического обслуживания три механика отремонтировали за месяц 78 автомобилей. Первый механик отремонтировал в 1,5 раза больше автомобилей, чем второй, а третий - на 6 автомобилей больше, чем первый. Сколько автомобилей отремонтировал каждый механик? 
Задача 2. Таня задумала число, умножила его на 15 и результат вычла из 80. Получила 10. Какое число задумала Таня? 

Задача 3. Собственная скорость теплохода равна 32,5 км/ч, а его скорость по течению реки - 35 км/ч. Какое расстояние проплывет теплоход, если будет двигаться 2,6 ч по течению реки и 0,8 ч против течения? 

Задача 4. Трем братьям вместе 45 лет. Возраст младшего на 60% меньше возраста среднего брата, а возраст старшего брата - на 60% больше возраста среднего. Сколько лет младшему брату? 

Задача 5. Реши, составив пропорцию.

На конвейерной линии расфасовывается 5,4 кг сухого картофеля за 2,5 мин. Сколько килограммов сухого картофеля будет расфасовано на этой линии за один час? 

Вариант 2.

Задача 1. В детском хоре «Весна» занимаются148 детей. В младшей группе хора в 2 раза больше детей, чем в средней, и на 32 человека больше, чем в старшей. Сколько детей занимается в каждой группе хора? 

Задача 2. Саша задумал число, прибавил к нему 25 и результат умножил на 10. Получил 200. Какое число задумал Саша? 

Задача 3. Собственная скорость катера равна 14,7 км/ч, а скорость против течения реки - 10,2 км/ч. Какое расстояние преодолеет катер, плывя 2 ч по течению реки и 4,5 ч против течения? 

Задача 4. В библиотеке 270 книг. Книг на английском языке на 40% больше, чем на французском, а книг на немецком - на 40% меньше, чем на французском. Сколько в библиотеке книг на английском языке?

Результаты выполнения контрольной работы

Задача 1
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Задача 2 
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Задача 3
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Задача 4
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Выводы 
1.  Удачный выбор переменных помогает легче составить математическую модель задачи, и получить наиболее простую для реализации модель. 

2. Неправильный перевод  с русского языка (или литературного)  является основой для неправильно построенной модели задачи.

3. Обучение действиям характерным для этапов моделирования, облегчает построение математической модели задачи, способствует построению более удобной и простой модели, и, как следствие, упрощается процесс решения задачи.
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